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Objectifs

@ Décomposition d'un anneau fini via le Théoréme des Reste Chinois
@ Propriétés des polynémes sur un anneau

@ Caractérisation des anneaux a chaines finis
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Rappels sur les codes

Soit A(alphabet) un ensemble fini.

@ Code en bloc de longueur nsur A : () #)C C A"

e Distance de Hamming : d(a, b) = |{i : a; # b;}|,, ot a = (a1, ..., an)
et b= (b,..., by) deux mots de codes.

e Distance minimale : d(C) = min{d(a, b) : a,b € C,a # b}

e (n, M, d)-code sur A : code de longueur n, de taille M, de distance
minimale d.

@ C corrige l-erreurs si V a € A", il existe au plus un mot de code c tel
que d(a,c) <.
Capacité de correction e : nombre maximal d' erreurs que C peut

corriger.
Pour un code C de distance minimale d, e = [%]
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Rappels sur les codes

Soit A(alphabet) un ensemble fini.

Code en bloc de longueur nsur A : (0 #)C C A"

Distance de Hamming : d(a, b) = |{i : a; # b;}|,, ot a = (a1, ..., an)
et b= (b,..., by) deux mots de codes.

Distance minimale : d(C) = min{d(a,b) : a,b € C,a # b}

(n, M, d)-code sur A : code de longueur n, de taille M, de distance
minimale d.

C corrige l-erreurs si V a € A", il existe au plus un mot de code c tel
que d(a,c) <.

Capacité de correction e : nombre maximal d' erreurs que C peut
corriger.

Pour un code C de distance minimale d, e = [%]

A comme structure algébrique : corps finis et anneaux finis.
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Corps finis vs anneaux finis

@ Diviseur de zéros
> polyndmes non constant inversibles
Exemple : f(X) = (1 +2X + 2X?2) € Z4[X] est inversible.
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Corps finis vs anneaux finis

@ Diviseur de zéros
> polyndmes non constant inversibles
Exemple : f(X) = (1 +2X + 2X?2) € Z4[X] est inversible.
> Unicité de factorisation
Exemple :
Xt=1=(X-1)(X+1)(X2+1) =(X+1)*(X2+2X —1) dans
Za X].
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|déaux particuliers

Soit A un anneau commutatif unitaire et U(A) le groupe multiplicatif des
éléments inversibles de A.

@ ae€ A\ O est un diviseur de zéro si 3b(# 0) € A tel que ab = 0.
Z(A) désignera I'ensemble des diviseurs de zéro de A.

e Ann(/) := {x € A/xI = (0)} est un idéal de A (exercice) appelé
annulateur de /.
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|déaux particuliers

Soit /A un anneau commutatif unitaire et U(.A) le groupe multiplicatif des
éléments inversibles de A.

@ ac A\ O est un diviseur de zéro si 3b(£ 0) € A tel que ab = 0.
Z(A) désignera I'ensemble des diviseurs de zéro de A.

e Ann(/) := {x € A/xI = (0)} est un idéal de A (exercice) appelé
annulateur de /.

Z(A) = U,c4 Ann(a).
@ ac A\ 0 est dit nilpotent si a” = 0 pour un certain n € N*.

o Nilradical de A ( noté N(.A)) : ensemble des éléments nilpotents de A
est un idéal de A(exercice).
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|déaux particuliers

Soit /A un anneau commutatif unitaire et U(.A) le groupe multiplicatif des
éléments inversibles de A.

@ ac A\ O est un diviseur de zéro si 3b(£ 0) € A tel que ab = 0.
Z(A) désignera I'ensemble des diviseurs de zéro de A.

e Ann(/) := {x € A/xI = (0)} est un idéal de A (exercice) appelé
annulateur de /.

Z(A) = U,c4 Ann(a).
@ ac A\ 0 est dit nilpotent si a” = 0 pour un certain n € N*.

o Nilradical de A ( noté N(.A)) : ensemble des éléments nilpotents de A
est un idéal de A(exercice).

N(A) = ﬂPideaI premier P.
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|déaux particuliers

A admet au moins un idéal maximal

Radical de Jacobson : J(A) = 1 idealmaximal M-
aceJ(A) < 1—abe U(A),Vbe A

Tout idéal est contenu dans au moins un idéal maximal
A est dit local s'il posséde un seul idéal maximal

Un idéal | de A est dit primaire si | # AetsiVa,be A:
abel=acloudneN]|b" el
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Théoréme des Restes Chinois

@ Deux idéaux [ et J de A sont dits étrangers (ou comaximaux) si

I+J=A
> Si | et J sont étrangers alors | + J = 1J
> Exemple : m; +my = A o0l my et my sont deux idéaux maximaux

distincts de A.

T



Théoréme des Restes Chinois

@ Deux idéaux [ et J de A sont dits étrangers (ou comaximaux) si
I+J=A
> Si | et J sont étrangers alors | + J = 1J
> Exemple : m; +my = A o0l my et my sont deux idéaux maximaux
distincts de A.
> Exercice : Montrer que mi* + m3> = A ol m; et mp sont deux
idéaux maximaux distincts de A, e;, e> des entiers naturels non nuls.
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Théoréme des Restes Chinois

@ Deux idéaux [ et J de A sont dits étrangers (ou comaximaux) si
I+J=A
> Si | et J sont étrangers alors | + J = 1J
> Exemple : m; + my = A oll my et my sont deux idéaux maximaux
distincts de A.
> Exercice : Montrer que mi* + m3> = A ol m; et mp sont deux
idéaux maximaux distincts de A, e;, e» des entiers naturels non nuls.
e Soient I, ..., I; des idéaux de A étrangers deux a deux et
v A— Hf’:l A/l;, la surjection canonique défini par :
Y(x)=(x+ h,...x+1)).
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Théoréme des Restes Chinois

@ Deux idéaux [ et J de A sont dits étrangers (ou comaximaux) si
I+ J=A
> Si | et J sont étrangers alors | + J = 1J
> Exemple : m; + my = A oll my et my sont deux idéaux maximaux
distincts de A.
> Exercice : Montrer que mi* + m3> = A ol m; et mp sont deux
idéaux maximaux distincts de A, e;, e» des entiers naturels non nuls.

e Soient I, ..., I; des idéaux de A étrangers deux a deux et
¢ A— []'—; A/l la surjection canonique défini par :
¢(X) = (X + lla e X Il)
> ker(w) = ﬂ;zll,'

> ﬁ’-f‘ll,- = T]/_; A/l;. (Ler théoreme d'isomorphisme)
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Module

Définition
Un groupe abélien (M, +) est dit .A-module s'il est muni d'une application
(modulation) : A x M — M telle que : Vx,y € M, Va,be A

Q a(x+y)=ax+ay

@ (ab)x = a(bx)

Q (a+ b)x = ax + bx

Q 1lx=x
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Module

Définition
Un groupe abélien (M, +) est dit .A-module s'il est muni d'une application
(modulation) : A x M — M telle que : Vx,y € M, Va,be A

Q a(x+y)=ax+ay

@ (ab)x = a(bx)

O (a+ b)x =ax+ bx

Q 1lx=x

> Si A est un corps, A-module = A-espace vectoriel
> Tout groupe abélien est un Z-module
> Un idéal de A est un A-module.
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Module

@ Soit M un A-module. On dit que N est un sous module de M si :
> (N,+) est un sous groupe de M
> ax e NV (x,a) € N x A
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Module

@ Soit M un A-module. On dit que N est un sous module de M si :
> (N,+) est un sous groupe de M
> ax e NV (x,a) € N x A
o Le groupe quotient (M/N,+) est un .A-module (module quotient).
@ Les sous-modules du A-module A sont les idéaux de A.
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Module

@ Soit M un A-module. On dit que N est un sous module de M si :
> (N,+) est un sous groupe de M
> ax e NV (x,a) € N x A
o Le groupe quotient (M/N,+) est un .A-module (module quotient).
@ Les sous-modules du A-module A sont les idéaux de A.
@ M est dit de type fini s'il existe {x1,...,xp} C M tel que
M= (x1,....xs) = M;i.e M =37, Ax;.
> Si M =< x >, on dit qu'il est cyclique.
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Modules

Lemme de Nakayama

Soient / un idéal de A, J(.A) le radical de Jacobson de I'anneau A et M
un module de type fini de A . Alors

e Un A-module M est dit libre s'il posséde une base (i.e. une famille
libre et génératrice).

SeEbeTE 1675




Modules

Lemme de Nakayama

Soient / un idéal de A, J(.A) le radical de Jacobson de I'anneau A et M
un module de type fini de A . Alors

e Un A-module M est dit libre s'il posséde une base (i.e. une famille
libre et génératrice).
> Tout K-espace vectoriel posséde une base, mais un module peut ne
pas avoir de base.
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Modules

Lemme de Nakayama

Soient / un idéal de A, J(.A) le radical de Jacobson de I'anneau A et M
un module de type fini de A . Alors

e Un A-module M est dit libre s'il posséde une base (i.e. une famille
libre et génératrice).
> Tout K-espace vectoriel posséde une base, mais un module peut ne
pas avoir de base.
Exemple : Le Z-module Z,.
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Anneau non local

On suppose que A est un anneau fini non local. Soient m;, my deux idéaux
maximaux de A.

o Je € N* | m& =m&*! = {0};
e1 est appelé index de stabilité de m;.

ST Ti/5



Anneau non local

On suppose que A est un anneau fini non local. Soient m;, my deux idéaux
maximaux de A.
e1+1 i
ey est appele index de stabilité de m;.
> Puisque A est fini, la suite décroissante suivante est stationnaire

ADmy D~ Dm' D mel+1 2 ---. De plus m§* # {0} car
mfl +mo = A.
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Anneau non local

On suppose que A est un anneau fini non local. Soient my, my deux idéaux
maximaux de A.
o Je € N* | m& =m&*! = {0};

e1 est appelé index de stabilité de m;.
> Puisque A est fini, la suite décroissante suivante est stationnaire
ADmy D---Dmft D meﬁl 2 ---. De plus m{* # {0} car
mfl +my = A
> Que devient e; si A est local 7 (Conséquence du Lemme de
Nakayama).
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Anneau non local

On suppose que A est un anneau fini non local. Soient my, my deux idéaux
maximaux de A.
o Je € N* | m& =m&*! = {0};

e1 est appelé index de stabilité de m;.
> Puisque A est fini, la suite décroissante suivante est stationnaire
ADmy D---Dmft D meﬁl 2 ---. De plus m{* # {0} car
mfl +my = A
> Que devient e; si A est local 7 (Conséquence du Lemme de
Nakayama).

o A/mf" est local d'idéal maximal m/m®

Srtb I Ti/



Décomposition d'anneaux

Théoréme

A est isomorphe a un produit finis d'anneaux locaux. De plus cette
décomposition est unique & permutation prés des facteurs directs.
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Décomposition d'anneaux

Théoréme

A est isomorphe a un produit finis d'anneaux locaux. De plus cette
décomposition est unique & permutation prés des facteurs directs.

Preuve : Si A n'est pas local, soient my, my, -, my les idéaux maximaux
de A d' indices de stabilité respectives e, e, - - , €.
> les ideaux m7*, m3?, -, m}’ sont étrangers deux a deux.
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Décomposition d'anneaux

Théoréme

A est isomorphe a un produit finis d'anneaux locaux. De plus cette
décomposition est unique & permutation prés des facteurs directs.

Preuve : Si A n'est pas local, soient my, myp, -+, my; les idéaux maximaux
de A d' indices de stabilité respectives e, e, - - , €.
> les ideaux m7*, m3?, -, m}’ sont étrangers deux a deux.

> ﬂlemf" = H£:1 mf" = 0. (Conséquence Lemme de Nakayama)
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Décomposition d'anneaux

Théoréme

A est isomorphe a un produit finis d'anneaux locaux. De plus cette
décomposition est unique & permutation prés des facteurs directs.

Preuve : Si A n'est pas local, soient my, myp, -+, my; les idéaux maximaux
de A d' indices de stabilité respectives e, e, - - , €.
> les ideaux m7*, m3?, -, m}’ sont étrangers deux a deux.

> ﬂlemf" = H£:1 mf" = 0. (Conséquence Lemme de Nakayama)

> D'aprés le Théoréme des Restes Chinois A & Hle A/mf" .
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Anneau de polynémes

Soit A un anneau local fini, d'idéal maximal m et de corps résiduel
k = A/m. Soit ~ le morphisme canonique ~: A[X] — k[X]. Soient f un
polynéme de A[X] et < f > I'idéal engendré par f.

b T 1375



Anneau de polynémes

Soit A un anneau local fini, d'idéal maximal m et de corps résiduel
k = A/m. Soit ~ le morphisme canonique ~: A[X] — k[X]. Soient f un
polyndme de A[X] et < f > |'idéal engendré par f.

e f est dit primaire si < f > est un idéal primaire.

f est dit régulier si ¥ n'est pas un diviseur de zéro.

f est dit résiduellement irréductible (respectivement résiduellement
primaire) si f est irréductible (respectivement primaire) dans k[X].

Deux polynémes f et g de A[X] sont dits étrangers si < f > et
< g > sont étrangers dans A[X]; c'est-a-dire s'il existe u et v dans
R[X] tel que fu + gv =1 (ldentité de Bezout).
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Anneaux de polynémes

Soit f = ag + a1 X + ... + ap X" € A[X]
o f inversible dans A[X] <> f est inversible dans k[X] < ag est
inversible et ay, ..., a, sont nilpotents.

o f est nilpotent < f =0 < ag, ..., a, sont nilpotents < f est un
diviseur de zéro.

o f est régulier &< ag, a1, ...,a, >= A< 3 € {0,...,n} tel que a;
soit inversible dans A < f # 0.

ST 1A/



Anneau de polynémes

Lemme de Hensel

Soient A un anneau fini local et f € A[X]. On suppose que f = g18>...8,
ou g1, &, ..., & sont étrangers deux a deux dans k[X]. Alors, il existe des
polynémes fi, >, ..., f, a coefficients dans A, étrangers deux a deux tels

que :
f="fb..f, etfi= gi,Vi=12 ..r.

b ToE TS/



Anneau de polynémes

Lemme de Hensel

Soient A un anneau fini local et f € A[X]. On suppose que f = g18>...8,
ou g1, &, ..., & sont étrangers deux a deux dans k[X]. Alors, il existe des
polynémes fi, >, ..., f, a coefficients dans A, étrangers deux a deux tels
que :

f="fif..f etfi= gi,Vi=12 ..r.

Proposition
Soit A est local et f un polynéme régulier dans A[X].
@ f est résiduellement irréductible = f est irréductible.

@ f est irréductible = f = g/, ou / est un entier positif et g est
irréductible dans k[X].
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Décomposition

Proposition

Soit f un polynéme unitaire défini sur un anneau fini local A tel que f est
sans facteur carré. Alors f se décompose en un produit de facteurs unitaires
résiduellement irréductibles étrangers deux a deux. De plus cette
décomposition est unique & permutation prés des facteurs.

S TE 1675



Anneau de Galois

Les anneaux de Galois sont les extensions de Galois de I'anneau des entiers
modulo puissance d’'un nombre premier.
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Anneau de Galois

Les anneaux de Galois sont les extensions de Galois de |'anneau des entiers
modulo puissance d’'un nombre premier.
Soient p un nombre premier, n un entier naturel et Zpyn := Z/p"Z.
o GR(p",r) = Zp[X]/ < f >=Zpn[x] ob f est un polynéme unitaire
résiduellement irréductible de degré r sur Zpn et x = X+ < f > est |a
classe de X dans Zp[X]/ < f > .
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Anneau de Galois

Les anneaux de Galois sont les extensions de Galois de |'anneau des entiers
modulo puissance d’'un nombre premier.
Soient p un nombre premier, n un entier naturel et Zpyn := Z/p"Z.

o GR(p",r) = Zp[X]/ < f >=Zpn[x] ob f est un polynéme unitaire
résiduellement irréductible de degré r sur Zpn et x = X+ < f > est |a
classe de X dans Zp[X]/ < f > .

e GR(p",r) est un Zyn-module libre de base {1,x,--- ,x" "1}
o Il est de caractéristique p” et d'idéal maximal pGR(p", r).
° [GR(p",r)| = p™.

> pour n=1,0ona GR(p,r) = Fp.

> pour r =1, ona GR(p",1) = Zpn.
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Anneaux de Galois
Soient ~ le morphisme surjectif défini par :
Tt GR(p",r) — Fpy
u —  u+ pGR(p",r).
et Fpr = {0,1,c,...,aP =2} ol « est un élément primitif de Fr.

>a=E4pGR(p",r); T=1{0,1,£,...,6P" =2} est un ensemble (de
Teichmuller) de représentants des classes dans F .

S TE 1675



Anneaux de Galois

Soient ~ le morphisme surjectif défini par :

Tt GR(p",r) — Fpy
u —  u+ pGR(p",r).

et Fpr = {0,1,c,...,aP =2} ol « est un élément primitif de Fr.
>a=E4pGR(p",r); T=1{0,1,£,...,6P" =2} est un ensemble (de
Teichmuller) de représentants des classes dans F .

> Si u un élément de GR(p", r), alors il existe un unique élément sp de
T tel que 0 = $p, i.e. u— sy € pGR(p", r). Il existe donc u; € GR(p", r)
tel que u = sp + pui. De méme, il existe un unique s; € T et

ur € GR(p", r) tels que u; = s1 + pup. On obtient alors :

u = sp + psy + p?us. En continuant ce méme procédé qui est fini puisque
p" = 0 dans GR(p",r), on peut écrire u sous la forme suivante :

u=so+psy+..p" sy,

avec s5; € T. Cette représentation est unique et est appelée représentation
p-adique des éléments de GR(p", r).
Septembre 2025 ~ 18/25



Propriétés

Les idéaux de I'anneau GR(p", r) sont de la forme p*GR(p", r), avec
0< k<n.

GR(p", r) est un anneau local d' idéal maximal pGR(p", r)
R C GR(p",r) = R = GR(p",s), ou s divise r.
Si s divise r, alors GR(p",s) C GR(p",r)

b T 1575



Anneaux a chafnes finis

Un anneau R est appelé anneau a chaine si I'ensemble de ses idéaux est
totalement ordonné par |'inclusion.

Caractérisation
Les ASSE :

@ R est un anneau a chaine fini

@ R est un anneau local et son idéal maximal est principal,
© R est local et principal.

Preuve :

@ x et y générateurs de m, alors x ¢< y > et y ¢< x > et donc
<x>F<y>et<y>FT<x>.

@ R est un anneau fini et local, 3e € N'\ {0} tel que m® =< ¢ >=0. /
étant un idéal propre non-nul de R, : | C< Ak > et | ¢< ¥+ > |
Cela entraine < YAt >C I+ < A 1 >C< 7k > e
I+ < AKl s=< 7k > |
Lemme de Nakayama = | =< ~k >.

[
Codes et anneaux
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Soit (R,~, e, Fg) un anneau a chaine fini.
0 <0>=<>C<* I >C .. C<y¥>=R.

Codes et anneaux



Soit (R,~, e, Fg) un anneau a chaine fini.
0 <0>=<>C<* I >C .. C<y¥>=R.
o r= Z?:_ol riyi ot i € TR ={0,1,€,...,6P 72} et & 'antécédent
par ~ de I" élément primitif de [F,.

o [y/R| =|Tg|¢~ = p'le=h).
o | <y >|=Fyle=ple) Vo<i<e
e |R|=p'™.
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Soit (R,~, e, Fg) un anneau a chaine fini.
0 <0>=<>C<* I >C .. C<y¥>=R.
o r= Z?:_ol riyi ot i € TR ={0,1,€,...,6P 72} et & 'antécédent
par ~ de I" élément primitif de [F,.
o [VR| = Trl~ = prte).
o | <y >|=Fyle=ple) Vo<i<e

e |R|=p'™.
o UIR)=Ti x (1+~R), ou T} =< & > est un sous groupe de U(R)
d'ordre p" — 1.

S TE T/



Extension de GR(p", r)

Théoréme
Soient R un anneau a chaine fini, de caractéristique p”, et e |'indice de
nilpotence de I'idéal maximal < v > de R. Alors il existe des entiers t et s

tels que :
R = GR(p", r)[X]/(g(X), p"*X),

ol t=e—(n—1)s >0 et g(X) est un polyndme de Eisensten de degré s
sur GR(p",r), i.e. : g(X) = X* + p(as—1 X571 + ... + a1 X + ap) avec ag
inversible dans GR(p", r).

> Un anneau principal est isomorphe a un produit fini d’anneaux a chaine
finis.

S I B



Méthode de Graeffe

On souhaite factoriser x" — 1 € Za[x]. Soit h(x) un facteur irreductible de
x"4+1 e Fo[x].
@ On pose h(x) = e(x) + o(x), ot e(X) est un polyndme ne contenant
que des puissances paires et o(X) que des puissances impaires.

@ Alors g(x) est un facteur irréductible de x” — 1 € Z4[x] tel que

(g (x)) = h(x) et g (x2) = £ (e(x)? — o(x)?).
Alors h (X?) = + (e*(X) — d?(X)).

ST 7375



Anneaux de Frobenius

@ Socle de A : la somme de tous les A-sous-modules (idéaux) minimaux
de A. On le note Soc(A).

@ On dit que A est un anneau de Frobenius si R/J(.A) = Soc(A)
(comme A-modules)

ST 5/



Anneaux de Frobenius

@ Socle de A : la somme de tous les A-sous-modules (idéaux) minimaux

de A. On le note Soc(A).

@ On dit que A est un anneau de Frobenius si R/J(A) = Soc(.A)
(comme A-modules)

> Les corps finis, les anneaux & chaines finis sont des anneaux de Frobenius.
> La classe des anneaux de Frobenius finis est la classe d'anneaux finis la
mieux indiquée pour la théorie algébrique des codes.
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