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Objectifs

Fondamentaux des codes linéaires sur anneaux
Codes constacycliques sur les anneaux
Applications de Gray
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Base modulaire

Définition
Soit R un anneau fini. On dit que C(⊆ Rn) est un code linéaire de longueur
n si C est un R-sous module de Rn.

Soit R un anneau commutatif local fini, d’idéal maximal m.
v1, ..., vr ∈ Rn sont modulairement indépendants si
∀ (α1, ..., αr ) ∈ R r

r∑
i=1

αivi = 0⇒ αi ∈ m, ∀ i ∈ {1, ..., r}.

. 0Rn est modulairement dépendant.

. v ∈ Rn \ {0} est modulairement indépendant.

. linéairement indépendants ⇒ modulairement indépendants

. modulairement indépendants ; linéairement indépendants.
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Base modulaire

Soient α1, ...αr ∈ R. On dit que des vecteurs non-nuls v1, ..., vr ∈ Rn

sont indépendants si

r∑
i=1

αivi = 0⇒ αivi = 0, ∀ i ∈ {1, ..., r}.

. vecteurs non-nuls indépendants ⇒ modulairement indépendants

. modulairement indépendants ; indépendants.
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Matrice génératrice

Base modulaire {v1, ..., vr} de C : indépendants, modulairement
indépendants et engendrent E .

La matrice G dont les lignes forment une base modulaire de C est
appelée matrice génératrice de C.
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Matrice génératrice

Si R est un anneau à chaîne fini, tout code linéaire défini sur R admet une
base modulaire et une matrice génératrice équivalente à la matrice G (dite
sous forme standard)

G =


Ik0 A0,1 A0,2 A0,3 ... A0,e−1 A0,e
0 γIk1 γA1,2 γA1,3 ... γA1,e−1 γA1,e
0 0 γ2Ik2 γ2A2,3 ... γ2A2,e−1 γ2A2,e

... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 ... γe−1Ike−1 γe−1Ae−1,e

 (1)

où Ik représente la matrice identité de taille k et Ai ,j sont des matrices de
taille ki × kj , avec 0 ≤ i ≤ e − 1 et 1 ≤ j ≤ e.
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Matrice génératrice

C code linéaire de longeur n de matrice génératrice G sous forme standard.
C est de type (k0, k1, · · · , ke−1).

|C| = |K |
∑e−1

i=0 (e−i)ki .

Rang de C =
∑e−1

i=0 ki .

C est un code libre si Rang de C = k0
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Dual

On munit le module Rn de la forme bilinéaire symétrique standard
”.” : Rn × Rn −→ R définie par :

a.b =
n∑

i=1

aibi ; ∀ a = (a1, ..., an), b = (b1, ..., bn) ∈ Rn.

Code dual : C⊥ = {a ∈ Rn : a.b = 0, ∀ b ∈ C}.
Si C ⊂ C⊥, on dit que le code est auto-orthogonal et si C = C⊥, on dit
qu’il est auto-dual.
(C⊥)⊥ = C
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Dual

Si la matrice génératrice de C sous forme stantard G alors matrice de
contrôle de C :

H =


B0,e B0,e−1 ... B0,1 In−k
γB1,e γB1,e−1 ... γIke−1 0

... ... ... ...

γe−1Be−1,e γe−1Ik1 ... 0 0


où Bi ,j = −

∑j−1
k=i+1 Bi ,kA

t
e−j ,e−k − At

e−j ,e−i , ∀ 0 ≤ i < j ≤ e.

. |C||C⊥| = |R|n.
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Identité de MacWilliams

Polynôme enumerateur de Poids :
WC(X ,Y ) =

∑
c∈C X

n−w(c)Y w(c) =
∑n

i=0 AiX
n−iY i , où Ai est le

nombre de mots de poids i .
La série (A0, ...,An) est appelée distribution des poids des mots du
code C.

Si WC(X ,Y ) est l’énumérateur de poids du code C , alors :

WC⊥(X ,Y ) =
1
|C|

WC(X + (|R| − 1)Y ,X − Y ).
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Codes constacycliques

Soient λ ∈ U(R) et σλ le λ-shift défini par :

σλ : Rn −→ Rn

(a0, ..., an−1) 7−→ (λan−1, ..., an−2)

Un code linéaire C de longueur n sur R est dit λ-constacyclique si
σλ(C) ⊆ C.
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Soit ϕ l’application qui à tout vecteur a = (a0, a1, ..., an−1) de Rn associe
l’élément dans R[X ]

<X n−λ> = R[x ], défini par a(x) = a0 + a1x + ...+ an−1x
n−1

où x = X+ < X n − λ > est la classe de X dans R[X ]
<X n−λ> .

σλ(a) 
 xa(x)

C est un code λ- constacyclique de longueur n ⇔ ϕ(C) est un idéal de
R[X ]

<X n−λ> .

C⊥ est un code λ−1- constacyclique.
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dual
Proposition
Soient R un anneau fini et λ un élément inversible de R .
Alors a(x)b(x) = 0 dans R[x ](= R[X ]

<X n−λ>) ⇔ (a0, a1, ..., an−1) est
orthogonal à (bn−1, bn−2, ..., b0) et à tous les décalages λ−1-constacyclique
de b.

Preuve :
Pour tout l = 0, 1, ...,m et j = 0, 1, ..., n, on a :

σj(an−1, an−2, ..., a0) = λlσln+j(an−1, ..., a0).

c(x) = a(x)b(x) = c0 + c1x + ...+ cn−1x
n−1 ∈ R[x ].

ck =
(a0bk+a1bk−1+ ...+akb0)+λ(ak+1bn−1+ak+2bn−2+ ...+an−1bk+1)
= λ(a0, a1, ..., an−1).σ

k+1(bn−1, bn−2, ..., b0).

c(x) = 0⇔ (a0, a1, ..., an−1).σ
k+1(bn−1, bn−2, ..., b0) = 0 pour

k = 0, 1, ..., n − 1
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Dual

Soient I un idéal de R[X ] et I ∗ = {f ∗(x) ∈ R[x ] : f (x) ∈ I}. Soit
f (X ) = a0 + a1X + ...+ arX

r un polynôme de degré r dans R[X ] et i le
plus petit indice tel que ai 6= 0.

Le polynôme réciproque de f :
f ∗ = X r+i f ( 1

X ) = arX
i + ar−1X

i+1 + ar−2X
i+2 + ...+ aiX

r .

Annulateur de I : idéal
A(I ) = {g(x) ∈ R[x ] : f (x)g(x) = 0,∀f (x) ∈ I}.

Proposition
Soit C un code λ-constacyclique de longueur n sur R .

C⊥ = A(C)∗
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Preuve :
C⊥ est un code λ−1-constacyclique
Soit b = (b0, ..., bn−1) ∈ C⊥, a = (a0, ..., an−1) ∈ C alors
a(x)b∗(x) = 0 dans R[x ] ; d’où C⊥ ⊆ A(C)∗.

Réciproquement, b(x) = b0 + b1x + ...+ bn−1x
n−1 ∈ A(C)∗ ⇒

b∗(x) ∈ A(C)⇒ a(x)b∗(x) = 0, ∀ a(x) ∈ C ; d’où A(C)∗ ⊆ C⊥.
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Exemple Soit C le code linéaire de longueur 4 défini sur Z4 par :

C = {0000, 1113, 2222, 3331, 0202, 1311, 2020, 3133,
0022, 1131, 2200, 3313, 0220, 1333, 2002, 3111.}
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"Gray map"

Soit R un anneau et R0 un sous anneau de R .
Application de Gray : φ : R → Rt

0, t un entier et conserve les distances.

En général les distances Rt
0 muni de la distance de Hamming dH et R

munit d’une distance d tel que d(r1, r2) = dH(φ(r1), φ(r2).
Une application de Gray peut être linéaire ou pas.
φ(C) peut être un code linéaire ou pas.
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"Gray map" sur Z4

Proposition
Soit C un code linéaire de longueur n sur Z4. Alors φ(C) est un code
linéaire si et seulement si

u, v ∈ C ⇒ 2u.v ∈ C.

où u = u + 2Z et u.v =
∑n

i uivi .
Dans ce cas si C =< L1, L2, · · · , Lt >, alors
φ(C) =< φ(L1), φ(−L1), φ(L2), φ(−L1) · · · , φ(Lt) >,φ(−Lt) >

r ∈ Z4 ⇒ r = a+ 2b; a, b ∈ F2

φ : Z4 −→ F2
2

r = a+ 2b 7−→ (b, a+ b)

φ n’est pas linéaire
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φ : (Zn
4, d) −→ (F2n

2 , dH)
(r1, r2, · · · , rn) 7−→ (φ(r1), φ(r2), · · · , φ(rn))

dL(r , 0) = WL(r) = WH(φ(r)) ⇒ WL(r) :=


0, r = 0
2, r = 2
1, r ∈ {1; 3}

WL(r1, r2, · · · , rn) =
∑n

i=1 WL(ri ).
. Poids de Lee et distance de Lee dL(r , s) = WL(r − s).
. φ : (Zn

4, d) −→ (F2n
2 , dH) est une isométrie.
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La classe des anneaux finis de Frobenius est la plus grand classe d’anneaux
finis dans laquelle l’identité de MacWilliams reste valable.
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