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Objectifs

@ Fondamentaux des codes linéaires sur anneaux
e Codes constacycliques sur les anneaux

@ Applications de Gray
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Base modulaire

Définition

Soit R un anneau fini. On dit que C(C R") est un code linéaire de longueur
n si C est un R-sous module de R".

Codes linéaires
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Base modulaire

Définition

Soit R un anneau fini. On dit que C(C R") est un code linéaire de longueur

n si C est un R-sous module de R".

Soit R un anneau commutatif local fini, d'idéal maximal m.

@ vi,..., v, € R" sont modulairement indépendants si
V (a1, ...,ar) € R

.
Za,-v,- =0=ao;em, Vie{l,..r}
i=1

> Ogn est modulairement dépendant.
> v € R"\ {0} est modulairement indépendant.
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Base modulaire

Définition
Soit R un anneau fini. On dit que C(C R") est un code linéaire de longueur
n si C est un R-sous module de R".

Soit R un anneau commutatif local fini, d'idéal maximal m.

@ vi,..., v, € R" sont modulairement indépendants si
V (a1, ...,ar) € R

.
Za,-v,- =0=ao;em, Vie{l,..r}
i=1

Ogn est modulairement dépendant.

v € R™\ {0} est modulairement indépendant.

linéairement indépendants = modulairement indépendants
modulairement indépendants - linéairement indépendants.

vV vV Vv V
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Base modulaire

@ Soient a,...a, € R. On dit que des vecteurs non-nuls vy, ...,v, € R"
sont indépendants si

.
Za;v,- =0=ajvi=0,Vie{l, .. r}
i=1
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Base modulaire

@ Soient a,...a, € R. On dit que des vecteurs non-nuls vy, ...,v, € R"
sont indépendants si

.
Za;v,- =0=ajvi=0,Vie{l, .. r}
i=1

> vecteurs non-nuls indépendants = modulairement indépendants
> modulairement indépendants = indépendants.
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Matrice génératrice

e Base modulaire {vi,...,v,} de C : indépendants, modulairement
indépendants et engendrent E.
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Matrice génératrice

e Base modulaire {vi,...,v,} de C : indépendants, modulairement
indépendants et engendrent E.

e La matrice G dont les lignes forment une base modulaire de C est
appelée matrice génératrice de C.
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Matrice génératrice

Si R est un anneau a chafne fini, tout code linéaire défini sur R admet une

base modulaire et une matrice génératrice équivalente a la matrice G (dite
sous forme standard)

Iy Aox Aoz Aoz ... Age-1 Aoe
0 lhy YA12 YA13 ... YAle-1 VA1 e

G=|0 0 ~%h A3 .. VA1 VA (1)
0 0 0 0 o U, 7 A ie

ou I représente la matrice identité de taille k et A;; sont des matrices de
taille ki x kj,avec0<i<e—letl < j<e.

Codes linéaires
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Matrice génératrice

C code linéaire de longeur n de matrice génératrice G sous forme standard.
o C est de type (ko, ki, -+ , Ke—1)-
o |C] = |K|EEs =k,
e Rangde C = Z?:_ol ki.
@ C est un code libre si Rang de C = kg
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Dual

On munit le module R" de la forme bilinéaire symétrique standard

ST R" x R™ — R définie par :
ab=> ajbj; Va=(ay,..an),b=(by,.... by) € R".
i=1
o Codedual : Ct ={acR":a.b=0,Y beC}.

@ Si C C C*, on dit que le code est auto-orthogonal et si C = C*, on dit
qu'il est auto-dual.

o (CHt=cC
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Dual

Si la matrice génératrice de C sous forme stantard G alors matrice de
contréle de C :

Bo,e Boe-1 - Boi Ik
H _ 'YBl,e 781,6—1 ’y/ke& 0
v 1Be 1e 7 My .. 0 0
Zk i+1 'kAe —j,e—k At—Je/7VO§i<j§e'
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Dual

Si la matrice génératrice de C sous forme stantard G alors matrice de
contréle de C :

BO,e Bo}efl 3071 I—k
H— ’YB_Le ')’Bl.,e—l "Y/k'e,l 0
’ye_lBe_Le ’ye_llkl 0 0
Ol]B,'J— Zk i1 ’kAeJek At_Je’,V0§i<j§e.

clicH =IRI".
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Identité de MacWilliams

@ Polynéme enumerateur de Poids :
We(X,Y) =3 cee XYW =570 CAX™ Y ot A; est le
nombre de mots de poids /.
La série (Ao, ..., Ay) est appelée distribution des poids des mots du
code C.

U,



Identité de MacWilliams

@ Polynéme enumerateur de Poids :
We(X,Y) =3 cee XYW =570 JAXY, ol A; est le
nombre de mots de poids /.
La série (Ao, ..., Ay) est appelée distribution des poids des mots du
code C.

e Si We(X,Y) est I'énumérateur de poids du code C , alors :

1

W, (X,Y) = d

We(X + (IR = 1)Y, X — Y).
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Codes constacycliques

Soient A € U(R) et o le A-shift défini par :

oy: R" — R"
(ao,...,a,,_l) — (/\a,,_l,...,a,,_g)

@ Un code linéaire C de longueur n sur R est dit A-constacyclique si
ox(C) CC.

O,



Soit ¢ I'application qui a tout vecteur a = (ap, a1, ..., ap—1) de R" associe

élement dans —<Xl_ = R[x], defini par a(x) = ag + aix + ... + ap_1x""*
ol x = X+ < X" — X\ > est la classe de X dans %.

e oy(a) = xa(x)

R,



Soit ¢ I'application qui a tout vecteur a = (ap, a1, ..., ap—1) de R" associe

I'élément dans % = R[x], défini par a(x) = ap + a;x + ... + a5_1x" !
ol x = X+ < X" — X\ > est la classe de X dans %.

e oy(a) = xa(x)
@ C est un code A- constacyclique de longueur n < ¢(C) est un idéal de

R[X]
<XNX>
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Soit ¢ I'application qui a tout vecteur a = (ap, a1, ..., ap—1) de R" associe

I'élément dans % = R[x], défini par a(x) = ap + a;x + ... + a5_1x" !
ol x = X+ < X" — X > est la classe de X dans %.

e oy(a) = xa(x)
@ C est un code A- constacyclique de longueur n < ¢(C) est un idéal de
R[X]
XS
@ C* est un code A1- constacyclique.

O,



dual

Proposition
Soient R un anneau fini et A un élément inversible de R.
Alors a(x)b(x) = 0 dans R[x](= =) & (a0, a1, .., 3n_1) est

orthogonal a (b,_1, by, ..., by) et a tous les décalages A~!-constacyclique
de b.

Preuve :
@ Pourtout / =0,1,....metj=0,1,...,n,0n a:

aj(an_l, dpn—2, ey ao) = )\IO'In+j(an_1, ceey ao).

R,



dual

Proposition
Soient R un anneau fini et A un élément inversible de R.
Alors a(x)b(x) = 0 dans R[x](= =) & (a0, a1, .., 3n_1) est

orthogonal a (b,_1, by, ..., by) et a tous les décalages A~!-constacyclique
de b.

Preuve :
@ Pourtout / =0,1,....metj=0,1,...,n,0n a:

aj(a,,_l, dpn—2, ey ao) = )\IO'In+j(an_1, ceny ao).

o c(x) = a(x)b(x) = co + c1x + ... + ch_1x"t € R[x].
Cx =
(aobk +arbx—1+...+akbo) + M ak+1bn—1+ aksobp—2+ ... +an_1bi11)
= /\(ao, ALy eeey an_l).ak+1(bn_1, bn_z, ceny b()).
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dual

Proposition

Soient R un anneau fini et A un élément inversible de R.

Alors a(x)b(x) = 0 dans R[x](= =) & (a0, a1, .., an_1) est

orthogonal a (b,_1, by, ..., by) et a tous les décalages A~!-constacyclique

de b.

Preuve :
@ Pourtout / =0,1,....metj=0,1,...,n,0n a:

aj(a,,_l, dpn—2, ey ao) = )\IO'In+j(an_1, ceny ao).

o c(x) = a(x)b(x) = co + c1x + ... + ch_1x"t € R[x].
Cx =
(aobk +arbx—1+...+akbo) + ANakst1bn—1+aky2bn—2+...+an—1bks1)
= /\(ao, ALy eeey an_l).ak+1(bn_1, bn_g, ceny bo).
o ¢(x) =0« (ag,ar,...,an_1).05 (b1, by_2, ..., by) = 0 pour
k=0,1,..,n—1
Septembre 2025 1321



Dual

Soient / un idéal de R[X] et I" = {f*(x) € R[x] : f(x) € I}. Soit
f(X)=ao+ aX + ...+ aX" un polynébme de degré r dans R[X] et i le
plus petit indice tel que a; # 0.
@ Le polynéme réciproque de f :
f*=XHf(%) = aX + a1 Xt 4+ 2, o X2+ L+ a2 X"
@ Annulateur de | : idéal
A(l) ={g(x) € R[x] : f(x)g(x) =0,Vf(x) € I}.

Codes linéaires
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Dual

Soient / un idéal de R[X] et I" = {f*(x) € R[x] : f(x) € I}. Soit
f(X)=ao+ aX + ...+ aX" un polynébme de degré r dans R[X] et i le
plus petit indice tel que a; # 0.

@ Le polynéme réciproque de f :
Fr=XHE(L) = aX + a1 X + 2, 20X 2 + 4 2 X"
@ Annulateur de | : idéal
A(l) ={g(x) € R[x] : f(x)g(x) =0,Vf(x) € I}.
Proposition

Soit C un code A-constacyclique de longueur n sur R.

Cct = A

R,



Dual

Soient / un idéal de R[X] et I" = {f*(x) € R[x] : f(x) € I}. Soit
f(X)=ao+ aX + ...+ aX" un polynébme de degré r dans R[X] et i le
plus petit indice tel que a; # 0.

@ Le polynéme réciproque de f :
Fr=XHE(L) = aX + a1 X + 2, 20X 2 + 4 2 X"
@ Annulateur de | : idéal
A(l) ={g(x) € R[x] : f(x)g(x) =0,Vf(x) € I}.
Proposition

Soit C un code A-constacyclique de longueur n sur R.

Cct = A

R,



Preuve :
o C' est un code A\~ !-constacyclique
e Soit b= (by,...,bp_1) € C+, a = (ag,...,an_1) € C alors
a(x)b*(x) = 0 dans R[x]; d'ou C+ C A(C)*.

Seoteb I 75



Preuve :
o C' est un code A\~ !-constacyclique
e Soit b= (by,...,bp_1) € C+, a = (ag,...,an_1) € C alors
a(x)b*(x) = 0 dans R[x]; d'ou C+ C A(C)*.
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Preuve :
@ C* est un code A~l-constacyclique
e Soit b= (by,...,bp_1) € C+, a = (ag,...,an_1) € C alors
a(x)b*(x) = 0 dans R[x]; d'ou C+ C A(C)*.
o Réciproquement, b(x) = by + bix + ... + b,_1x""1 € A(C)* =
b*(x) € A(C) = a(x)b*(x) =0, V a(x) € C; d'ot A(C)* C C*.
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Exemple Soit C le code linéaire de longueur 4 défini sur Z4 par :

C = {0000,1113,2222,3331,0202, 1311, 2020, 3133,
0022, 1131, 2200, 3313, 0220, 1333, 2002, 3111.}
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"Gray map"

Soit R un anneau et Ry un sous anneau de R.

e Application de Gray : ¢ : R — R{, t un entier et conserve les distances.
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"Gray map"

Soit R un anneau et Ry un sous anneau de R.
e Application de Gray : ¢ : R — R{, t un entier et conserve les distances.

e En général les distances R} muni de la distance de Hamming dy et R
munit d'une distance d tel que d(r, ) = dy(o(r1), o(r).
@ Une application de Gray peut étre linéaire ou pas.

e ¢(C) peut étre un code linéaire ou pas.
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"Gray map" sur Zy,

Proposition

Soit C un code linéaire de longueur n sur Zs. Alors ¢(C) est un code
linéaire si et seulement si

u,veC=2uvecl.

oUT=u+2Zetuv=>y,uyv.
Dans ce cassi C =< Ly, Lp,---,L; >, alors

¢(C) =< (b(Ll)v¢(_L1)7¢(L2)7¢(_L1) e ’¢(Lt) >7¢(_Lt) >

O,



"Gray map" sur Zy,

Proposition

Soit C un code linéaire de longueur n sur Zs. Alors ¢(C) est un code
linéaire si et seulement si

u,veC=2uvecl.

oUT=u+2Zetuv=>y,uyv.
Dans ce cassi C =< Ly, Lp,---,L; >, alors

¢(C) =< (b(Ll)v¢(_L1)7¢(L2)7¢(_L1) e 7¢(Lt) >7¢(_Lt) >

@ rcZs=r=a+2b;, a,bel,
¢ Za — F3

r=a+2b —— (b,a+b)
@ ¢ n'est pas linéaire

O,



o ¢ (Z4,d) — (F3", dy)
(ri,re, - yrn) > (d(n),d(r2), -, ¢(r))




L0 () — (Fdy)
(r17r2a"' ’rn) — (d)(rl)vgb('?)?"' ,(;3(!‘,,))

0, r=0
] dL(I‘, 0) = WL(r) = WH(qb(r)) = WL(r) = {2, r=2
1, re{l;3}

o Wi(ri,r, - ,r) =i Wi(n).
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¢: (25, d) —  (F3", dn)
(r17r2a"' ,rn) — (d)(rl)7¢(r2)7"' 7¢(rn))

0, r=0
] dL(r, 0) = WL(r) = WH(qb(r)) = WL(r) =42, r=2
1, re{l;3}

o Wi(ri,r2,- -+ 1) =311 Wi(n).
> Poids de Lee et distance de Lee d;(r,s) = W (r —s).
> ¢ (Z3,d) — (F3", dy) est une isométrie.
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La classe des anneaux finis de Frobenius est la plus grand classe d'anneaux
finis dans laquelle I'identité de MacWilliams reste valable.

O,
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